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Наведені положення, які ґрунтуються на методі плоского маневру, дозво-
ляють провести розрахунки керувань траєкторним рухом літального апа-
рата при виведенні його у заданий кінцевий стан. Пропонується спосіб по-
будови траєкторії руху літака, реалізація якого не потребує використання 
значних обчислювальних потужностей. Передбачається, що відпрацюван-
ня вказаного способу буде реалізовано завдяки впровадженню до складу 
бортового комплексу літака окремого обчислювального модуля.  

 
Постановка проблеми.  Аналіз існуючих способів керування рухом ма-

неврових літаків свідчить, що траєкторне керування на сьогодні автоматизо-
ване недостатньо. Попереднім етапом проектування системи траєкторного 
керування будь-якого літака є етап вибору або розрахунку траєкторії, за якою 
об`єкт буде здійснювати рух. У цьому випадку виникає необхідність у виборі 
алгоритмічного забезпечення  системи траєкторного керування. 

Важливе значення для задач виведення має характер граничних умов 
на кінці траєкторії.  Керування виведенням об'єкта в заданий кінцевий стан 
за шістьма фазовими координатами (три координати положення і три скла-
дові вектора швидкості) є задачею високої складності [1, 2]. Складність 
вказаної задачі обумовлюється необхідністю враховувати велику кількість 
різноманітних обмежень на траєкторний рух літального апарата (ЛА). 
Внаслідок чого виникає необхідність у розробці способу формування тра-
єкторних керувань рухом літака, який дозволить комплексно врахувати 
всі можливі обмеження на рух літака. В зв’язку з нелінійністю задачі її 
постановка й вирішення містять у собі великі математичні труднощі.  

Аналіз літератури. Аналіз літературних джерел [1 – 8], присвячених 
вирішенню задачі керування польотом ЛА, дозволяє зробити висновок, що 
пошук траєкторних керувань рухом ЛА можливо здійснювати завдяки ви-
користанню прямих методів керування. У роботах [1 – 3] надається перева-
га методу локального прогнозування руху динамічних систем, який нале-
жить до вказаної групи методів. Крім того, додаткові можливості відкрива-
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ються у випадку, коли задача керування ЛА зводиться до оберненої задачі 
динаміки [4 – 7]. Дослідження алгоритму керування ЛА з використанням 

локального прогнозу підтвердило його дієздатність. На той же час, викори-

стання його в реальному масштабі часу, в ряді випадків утруднено через 

великий обсяг обчислень, необхідних для розв’язання крайової задачі. При 

цьому значний вплив на процес виведення здійснює взаємна орієнтація век-

торів швидкості ЛА в початковій і кінцевій точках. Алгоритм керування ЛА 

на основі методу локального прогнозування вимагає попереднього 

розв’язання задачі траєкторного керування  на етапі підготовки ЛА до 

польоту, що  обмежує його застосування [1 – 3]. Ефективним є використан-

ня зазначеного методу лише на обмежених етапах польоту, наприклад, рух 

ЛА на прямолінійному відрізку траєкторії.  

Найбільш доцільним є зведення задачі керування ЛА до оберненої 
задачі динаміки у випадку, коли розглядається плоский маневр ЛА [4, 5]. 
Все це, у свою чергу, вимагає  розробки математичної моделі плоского 
маневру ЛА, зведення просторового маневру до плоского і вибору опти-
мальної траєкторії. Таким чином, побудову траєкторії руху ЛА у похи-
лій площині можливо здійснювати на основі поєднання методу локаль-
ного прогнозування та методу обернених задач динаміки. В цьому випа-
дку висвітлюються позитивні риси обох методів керування.  

Ціль статті. Метою публікації є викладення одного з можливих пі-
дходів щодо побудови траєкторії виходу літака у задане просторове по-
ложення.  По суті, запропоновано підхід у зведенні задачі формування 
оптимальної траєкторії руху ЛА до термінальної задачі в площині.  

 Розділ основного матеріалу. Використання зазначеного способу спро-
щує розв’язання задачі керування ЛА при виведенні його у заданий кінцевий 
стан за шістьма фазовими координатами, причому за оптимальною траєкторі-
єю. Виведення літака здійснюється виключно у похилій площині. Це досяга-
ється за рахунок суттєвого спрощення крайової задачі. Відзначаються такі 
етапи: визначення площини маневру; переведення вектора швидкості ЛА у 
площину; побудова оптимальної траєкторії плоского маневру; розрахунок 
управлінь, що реалізують рух за вибраною траєкторією (рис. 1). 

Керування, які забезпечують суміщення поточного вектора швидко-
сті ЛА V


 із площиною маневру, визначаються з умови мінімізації функ-

ціоналу такого вигляду 

,sincossincoscosG zyx                        (1) 

де   


 –  нормаль до площини маневру,  zyx ,, 


.  
Площина маневру визначається через координати початкової точки 
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(Xн, Yн, Zн) та вектор кінцевої швидкості кV


. Початок вектора кV


 –
кінцева точка з координатами (Xк, Yк, Zк). Система координат 0xy на пло-
щині маневру визначена так: початок розташовується у кінцевій точці, а вісь 
Ox спрямована за вектором кV


 (рис. 1). 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  Рис. 1. Система координат у площині маневру 
 

При русі об'єкта керування у похилій площині оптимальною траєкторі-
єю в сенсі мінімуму часу виведення буде траєкторія, яка складається з двох 
дуг кіл розвороту та прямолінійної ділянки, що з'єднує ці дуги по дотичній.  

Мають місце чотири варіанти руху у похилій площині (рис. 2).  
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

Рис. 2. Варіанти траєкторій у площині маневру 
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Траєкторія a – (xн, yн) c3 c1 O, траєкторія b – (xн, yн) c4 c2 O, траєк-
торія c – (xн, yн) q3 q2 O, траєкторія d – (xн, yн) q4 q1 O. 

Координати точок дотику визначені з загальних розв’язань для по-
ляр відповідних кіл (виходячи з типу траєкторії) з зовнішнім або внут-
рішнім центром подібності та рівняння конкретного кола. Координати 
центрів дуг початкових віражів O3 та О4 визначаються через проекції 
вектора початкової швидкості у системі координат площини маневру. 

Знаючи координати точок сполучення  дуг віражів і прямолінійних 
відрізків можливих траєкторій, розраховуємо довжини кожної з траєкто-
рій. Після чого обираємо траєкторії, які задовольняють просторовим об-
меженням, наприклад по висоті, а з них – мінімальної довжини. Після 
того, як зроблено вибір траєкторії ЛА, необхідно розрахувати керуючі 
функції, які забезпечують політ ЛА за вибраною траєкторією.  

У роботах [1 – 3, 8] запропоновано математичну модель траєктор-
ного руху літака, де у якості керуючих функцій обрані перевантаження – 
nх, ny та кут крену ЛА – . Вказана математична модель може використо-
вуватись  у нашому випадку. 

На прямолінійному відрізку траєкторії кути шляху та нахилу траєк-
торії є постійними (  = const,  = const), отже, якщо  виходити з [8]: 
  , а ny = cos   (u2 = cos , u3 = 0). Що стосується керування u1(nx), то 
для забезпечення максимальної швидкості (максимальної швидкодії) 
необхідно встановити u1 = nx max та, по мірі наближення до точки перехо-
ду у кінцевий віраж, знижувати ії так, щоб у віраж увійти із заданою 
кінцевою швидкістю [3]. Початок і темп зниження швидкості визнача-
ються за динамічними характеристиками ЛА. 

Для визначення керування рухом ЛА на віражах у площині маневру 
звернемося до рис. 3. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3. Зв’язок кутів траєкторного руху ЛА 
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На цьому рисунку прийняті такі позначення:  – кут повороту у 
площині маневру (відлік від напрямку m–m);  – кут нахилу площини 
маневру щодо відношення до горизонтальної площини; r – радіус віра-
жу; V


 – вектор поточної швидкості ЛА. 

Керування u1 знайдемо, виходячи з того, що розворот буде здійсне-
но з постійною швидкістю V = const, отже,  

u1 = nx = sin . 
Керування u2 та u3 формуємо як функції поточного кута нахилу тра-

єкторії або кута шляху: 

;
sin)(cos1

cos
rg

sin)(cosV

cos
coscos

rg
Vcosu

2
0

2
0

2

222

2















)(cossin1(
rg
V

cos
cos

rg
Vu 0

22
22

3 



 . 

Для знаходження управлінь u2 та u3, що забезпечують рух ЛА на 
прямолінійному відрізку траєкторії, розв’язуємо задачу точного наве-
дення методом локального прогнозування [1 – 3]. Таке розв’язання є об-
ґрунтованим, оскільки вектор швидкості на початку відрізка має орієн-
тацію, близьку до необхідної, але з похибкою за рахунок помилок виве-
дення на першому відрізку траєкторії. Тому формування керування на 
підставі рівності нулю похідних від кута нахилу траєкторії та кута шля-
ху може дати значний промах у кінці прямолінійного відрізка, на той час 
як керування, що ґрунтується на методі локального прогнозування, по 
суті, мінімізує подібну похибку. 

Для цього використовується цільова функція 
Ф = R2,                                                  (2) 

де R  відстань від поточної точки до точки початку кінцевого віражу.  
Таким чином, керування рухом ЛА формується в два етапи. На 

першому етапі керування формується за інформацією про поточні кути 
орієнтації вектора швидкості, на другому  за допомогою методу лока-
льного прогнозування. 

Висновки. Результати досліджень ведуть до нових шляхів 
розв’язання задачі оптимізації траєкторного керування ЛА, у випадку 
коли виникає необхідність виведення ЛА в задане просторове поло-
ження. Завдяки поєднанню методів теорії керування, що належать до 
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різних груп, можливо розробити  ефективний спосіб побудови траєкто-
рії руху літака.   
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