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Введение 
В практике принятия решений в самых разных 

областях человеческой деятельности приходится 
сталкиваться с задачами, относящимися к классу 
оптимизационных. Например, проблемы оптимиза-
ции тепловых, газовых, электрических, компьютер-
ных и др. сетей связаны фундаментальными свойст-
вами таких абстрактных математических объектов, 
как графы. Таким образом, решая задачу выбора оп-
тимальной структуры графа, мы, по сути, получаем 
решение заданной практической проблемы. 

Существует множество методов, алгоритмов и 
программных средств решения задач оптимизации. 
В этой связи справедливо ожидать возможности ре-
шения данных задач системами компьютерной ма-
тематики (СКМ), которые представляют собой спе-
циализированные программные пакеты решения ма-
тематических задач самого разного характера. К 
числу популярных СКМ относятся Mathematica, 
Maple, Matlab, Mathcad. Кроме того, широкими воз-
можностями для решения оптимизационных задач 
обладает табличный процессор Excel.  

Степень обширности классификации задач оп-
тимизации определяется количеством рассматри-
ваемых классификационных признаков. В данной 
работе в качестве базовых признаков выделим тип 
получаемого решения и число критериев оптимиза-
ции (целевых функций). С точки зрения первого 
признака будем рассматривать задачи непрерывной 
и дискретной оптимизации.  В свою очередь, непре-
рывная оптимизация с точки зрения линейности/не-
линейности целевой функции и ограничений может 
быть линейной и нелинейной. При этом последняя 
может быть условной и безусловной. Также с точки 
зрения количества переменных целевой функции 
говорят об одномерной (одна переменная) и много-
мерной (более одной переменной) оптимизации. 
При этом задачи линейной оптимизации всегда от-
носятся к числу многомерных, а задачи нелинейной 
оптимизации могут быть как одномерными, так и 
многомерными. Относительно второго признака 

речь идёт об  однокритериальной  и многокритери-
альной оптимизации.  

В этой связи цель статьи состоит в том, чтобы 
проанализировать наиболее популярные системы 
компьютерной математики на предмет возможности 
решения в их рамках задач оптимизации разных 
классов.  

Задачи оптимизации,  
решаемые системами  

компьютерной математики 
А. Matlab. В этой СКМ имеется возможность 

решения практически всех типов (в соответствии с 
принятой классификацией) задач непрерывной оп-
тимизации. Так, встроенные функции пакета Opti-
mization Toolbox, ассоциированного с Matlab, позво-
ляют получать в общем случае локально-
оптимальные решения (в случае задач выпуклой оп-
тимизации локальный оптимум, очевидно, будет и 
глобальным) следующих типов задач: задачи линей-
ного и смешанного линейного программирования; 
задач одно- и многомерной условной и безусловной 
нелинейной оптимизации, в том числе задачи квад-
ратичного программирования (в этом случае целе-
вая функция - квадратичная, а ограничения - линей-
ные).  

Так, для решения задач безусловной многомер-
ной нелинейной оптимизации используются метод 
Нелдера-Мида (относящийся к числу безградиент-
ных) и квазиньютоновские методы (использующие 
информацию о градиенте), основанные на аппрок-
симации матрицы Гессе (один из них – BFGS-метод 
(назван по имени его авторов – Broyden, Fletcher, 
Goldfarb, Shanno)).   

Что касается задач условной нелинейной опти-
мизации, то в пакете Optimization Toolbox использу-
ется метод последовательного квадратичного про-
граммирования (SQP-метод), основанный на квадра-
тичной аппроксимации функции Лагранжа, учиты-
вающей ограничения. 

Ещё один пакет - Global Optimization Toolbox - 
расширяет  возможности пакета Optimization Tool-
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box  для решения задач оптимизации. С помощью 
встроенных функций этого пакета могут решаться 
задачи оптимизации с высокой степенью нелиней-
ности и с плохой обусловленностью, не поддаю-
щиеся решению с помощью классических методов 
оптимизации. В частности, это касается задач опти-
мизации с недифференцируемыми целевыми функ-
циями и целевыми функциями, имеющими разрывы. 

Кроме того, с помощью встроенной функции 
gamultiobj, входящей в состав пакета Global Optimi-
zation Toolbox, можно решать задачи многокритери-
альной оптимизации на основе генетического алго-
ритма, реализованного в этой функции, а также, как 
утверждают разработчики пакета, - задачи стохасти-
ческой оптимизации. 

В то же время, система Matlab  не содержит 
встроенных функций для решения задач дискретной 
(комбинаторной) оптимизации [1]. Некоторые ис-
следователи стремятся восполнить этот пробел пу-
тём разработки  собственных функций. Так, напри-
мер, система Matlog, являющаяся расширением  
Matlab, содержит встроенные функции для решения 
некоторых задач дискретной оптимизации, интер-
претируемых как задачи теории графов, а именно: 
задача коммивояжёра, задача нахождения кратчай-
шего пути графа, задача отыскания потока сети ми-
нимальной стоимости, задача нахождения мини-
мального остовного дерева.  В [2] дано описание па-
кета Graph Theory Toolbox, разработанного харьков-
чанином профессором С.П. Иглиным. 

 В данном пакете представлены функции для 
решения таких задач, как несимметричная задача 
коммивояжёра, задача нахождения максимального 
потока в сети, задача о максимальном паросочета-
нии, задача отыскания минимального остовного де-
рева, задача нахождения минимального вершинного 
покрытия и др. Некоторые из этих функций, а также 
функции, предложенные в [3, 4] для решения задач 
коммивояжёра, о назначении, о покрытии множест-
ва, 0,1-задачи о рюкзаке, основаны на использова-
нии встроенной функции bintprog,  c помощью ко-
торой решается задача булевого линейного про-
граммирования (БЛП). В основу этой функции, при-
сутствующей в более ранних версиях системы Mat-
lab, положен алгоритм, основанный на методе вет-
вей и границ. Возможность использования данной 
функции обусловлена тем обстоятельством, что не-
которые задачи дискретной оптимизации, в том 
числе, задачи, интерпретируемые в рамках теории 
графов, могут быть представлены как задачи БЛП. 

В версиях системы Matlab, начиная с R2014a, 
для решения задачи БЛП, являющейся частным слу-
чаем задачи целочисленного ЛП (ЦЛП), может быть 
использована функция intlinprog  созданная для ре-
шения задач смешанного ЛП, когда некоторые  ар-
гументы целевой функции должны удовлетворять 

требованию целочисленности (очевидно, что в слу-
чае, когда это требование распространяется на все 
аргументы целевой функции, то имеет место клас-
сическая задача ЦЛП). 

Б. Mathematica. В этой СКМ реализовано базо-
вое множество функций (LinearProgramming, Mini-
mize, NMinimize, FindMinimum, Maximize, NMaximize,  
FindMaximum), комбинации которых позволят поль-
зователю решать основные типы задач линейной, 
также нелинейной (условной и безусловной) опти-
мизации.  

Функции LinearProgramming, Minimize, Maxi-
mize позволяют решать задачи линейной оптимиза-
ции, используя симплекс-метод либо же метод 
внутренней точки (interior point method), в случае 
решения задачи ЦЛП  – метод ветвей и границ. 
Примером использования функции Maximize может 
служить решение задачи о рюкзаке.  

Функции NMinimize, NMaximize используют 
различные итеративные методы (derivative-free itera-
tive methods) для решения задач нелинейной опти-
мизации, например метод Нелдера-Мида. FindMini-
mum и FindMaximum позволяют решать задачи не-
линейной локальной оптимизации путем использо-
вания итерационных методов на основе производ-
ных, например, метода Левенберга-Марквардта ли-
бо градиентного метода.  

Использование встроенного расширения Com-
binatorica СКМ Mathematica позволяет использовать 
около 450 функций для построения и исследования 
графов, и как следствие, представлены функции ре-
шения задач дискретной оптимизации, интерпрети-
руемых как задачи теории графов, среди которых 
Dijkstra, ShortestPath, MinimumSpanningTree, Net-
workFlow, TravelingSalesman [5].  

Следует отметить, что на платформе 
Mathematica разработано множество коммерческих 
продуктов, сконцентрированных непосредственно 
на решении задач оптимизации. Одним из наиболее 
ярких примеров являются пакеты Global Optimiza-
tion 9, MathOptimizer 2  и MathOptimizer Professional 
3, совместимые с версиями Mathematica 8 и Mathe-
matica 9 [6]. 

В. Maple. Для решения задач оптимизации в 
этой СКМ реализованы следующие пакеты:  

Global Optimization,  
Optimization [7],  
Simplex,  

а также в случае решения задач на графах: 
Network,  
Graph Theory [8].  
С помощью команд LPSolve, QPSolve, 

NLPSolve, содержащихся в пакете Optimization, 
можно получить решение задач линейного, квадра-
тичного и нелинейного программирования соответ-
ственно.  
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Однако существуют некоторые ограничения. К 
примеру, спецификация метода, в случае использо-
вания команд LPSolve и QPSolve, возможна только в 
случае решения задач непрерывного программиро-
вания. В данном случае предложено использование 
двух методов: activeset и interiorpoint, первый из ко-
торых реализует метод активных множеств, а вто-
рой – метод внутренней точки.  

В случае если метод не определен, пакет по 
умолчанию будет использовать второй метод. Зада-
чи ЦЛП с использованием команды LPSolve реша-
ются методом ветвей и границ. В данном случае 
также возможно использование дополнительных 
опций assume, binaryvariables либо integervariables, 
позволяющих наложить ограничения неотрицатель-
ности искомых значений (assumenonneg), опреде-
лить, что переменные имеют бинарные (binary-
variables) или целочисленные (integervariables) зна-
чения.  

В случае решения задач нелинейной оптимиза-
ции (NLPSolve) пользователю доступны следующие 
методы:  

quadratic,  
branchandbound,  
modifiednewton,  
nonlinearsimplex,  
pcg  
sqp.  
В основе команды quadratic лежит использова-

ние метода квадратичной интерполяции, прини-
мающий допущение о том, что целевая функция 
имеет непрерывную производную первого порядка;  

branchandbound – метод ветвей и границ, ис-
пользующий условие Липшица;  

modifiednewton – модифицированный метод 
Ньютона, для использования которого необходимо 
явное определение, в матричном виде, градиента 
целевой функции;  

nonlinearsimplex – нелинейный симплекс-метод 
(метод Нелдера-Мида), рекомендован к использова-
нию в случае повышенных условий точности реше-
ния;  

pcg – квазиньютоновский метод сопряженных 
градиентов с предопределенными условиями огра-
ничения памяти, доступный в случае отсутствия 
общих ограничений;   

sqp – метод последовательного квадратичного 
программирования.  

Пакет Simplex содержит в себе команды, позво-
ляющие решать задачи линейной оптимизации при 
помощи симплекс-метода, а именно minimize (опре-
деление минимума функции), maximize (максимум 
функции), feasible (проверка на существование ре-
шения для данной системы ограничений) и другими 
командами позволяющими выполнять операции, 
реализующие отдельные шаги симплекс-метода. 

Для работы с графами в Maple ранее был пред-
ставлен пакет Networks, однако разработчиками 
предложена также его более новая альтернатива - 
пакет Graph Theory. Данные пакеты представляют 
собой наборы команд для построения, преобразова-
ния, проверки различных свойств графов, поддер-
живающие работу как с ориентированными, так и 
неориентированными графами.  

Базовыми алгоритмами для решения задач оп-
тимизации, реализованными в пакете Graph Theory 
являются:   

DijkstrasAlgorithm, BellmanFordAlgorithm и 
ShortestPath (для определения кратчайшего пути в 
графе),  

MinimalSpanningTree, KruskalsAlgorithm и 
PrimsAlgorithm (определение остова с минимальным 
весом в неориентированном графе),  

TravelingSalesman (решение задачи коммивоя-
жера).  

Г. Mathcad. Для численного решения задач по-
иска локального минимума или максимума в Math-
cad представлены встроенные функции  Minner, 
Minimize и Maximize. В случае решения задачи ли-
нейной оптимизации Mathcad по умолчанию ис-
пользует опцию Linear, реализующую метод ветвей 
и границ. В случае решения задач нелинейной оп-
тимизации предусмотрена возможность выбора ме-
тода: метод сопряженных градиентов, Левенберга-
Марквардта либо же квазиньютоновский метод. В 
отличие от рассмотренных выше СКМ, в Mathcad не 
предусмотрено специальное расширение для работы 
с графами, однако пользователь может достаточно 
гибко использовать встроенный мощный графиче-
ский редактор [9]. Однако, как было отмечено ранее, 
фактически пользователь может сформулировать 
задачи на графах в терминах ЦЛП и использовать 
рассмотренные выше функции. Функциональные 
возможности Mathcad могут быть существенно 
расширены за счёт использования динамически 
подключаемых библиотек, разработанных с исполь-
зованием высокоуровневых языков программирова-
ния.  

Д. Excel. В состав этой программной системы 
входит надстройка «Поиск решения», с помощью 
которой могут быть решены задачи однокритери-
альной линейной и нелинейной (условной и безус-
ловной) оптимизации. Так, для решения гладких за-
дач нелинейной оптимизации используется метод 
обобщённого понижающего градиента, а для не-
гладких задач - эволюционный алгоритм; для реше-
ния ЗЛП используется симплекс-метод (при этом 
ЗЛП может содержать до 200 переменных и до 
600 ограничений).  Что касается задач  дискретной 
оптимизации (в частности, задач на графах), то те из 
них, которые могут быть сведены к ЗЛП, решаются 
симплекс-методом. Например, это относится к та-
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ким задачам, как задача о назначении, 0,1-задача о 
рюкзаке, задача определения кратчайшего пути ме-
жду двумя вершинами в неполном графе, задача ко-
ммивояжёра.  

Стоит заметить, что задача коммивояжёра мо-
жет быть решена и с помощью эволюционного ал-
горитма, однако в этом случае даже для небольшого 
числа вершин (5-10) нет гарантии, что полученное 
решение будет оптимальным, а не лишь близким к 
нему [10]. 

Заключение 
Наиболее популярные СКМ (Mathematica, Map-

le, Matlab, Mathcad), а также система Excel распола-
гают мощными средствами решения задач оптими-
зации различного типа. При этом разные СКМ для 
решения оптимизационных задач одного типа испо-
льзуют порой одинаковые методы (алгоритмы). Так, 
например, в СКМ Mathematica, Maple, Matlab для 
решения задач нелинейной безусловной многомер-
ной оптимизации применяется метод Нелдер-Мида, 
а для решения здачи линейной оптимизации  - сим-
плекс-метод (этот метод также реализован в ПС Ex-
cel). Другой пример:  в СКМ  Mathematica и Maple 
задача ЦЛП решается  методом ветвей и границ. 

Что касается задач дискретной оптимизации, в 
частности, интерпретируемых в терминах теории 
графов, то среди рассмотренных СКМ специально 
предусмотренными для этого возможностями рас-
полагают Mathematica и Maple; система Matlab та-
кими возможностями не располагает,  но позволяет 
решать задачи дискретной оптимизации, сводимые к 
задаче БЛП. 

Среди рассмотренных СКМ возможностями для 
решения задач многокритериальной оптимизации 
располагают Maple, Mathematica и Matlab.  

Одним из авторов статьи было установлено 
[11], что решение одной и той же системы диффе-
ренциальных уравнений с помощью различных 
СКМ даёт разные результаты. В связи с этим возни-
кает предположение о том, что если попытаться ре-
шить одну и ту же оптимизационную задачу с помо-
щью одного и того же метода (алгоритма), реализован- 
 

ного в разных СКМ, то и результат, возможно,  будет 
разным. Результатам проверке этого предположения 
планируется посвятить очередную статью.  
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