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В статті досліджені різні визначення стійкості функціонування динамічних об’єктів та складних те-

хнічних систем: стійкість по Ляпунову, Лагранжу, асимптотична, експоненціальна, гармонічна тощо. 
Встановлено відмінності функціональної стійкості, як нової властивості технічних систем, від традицій-
ного поняття стійкості функціонування систем. 
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Âñòóï 

У сучасних умовах особливу важливість для 
України здобуває загальна науково-прикладна про-
блема підвищення рівня безпеки польотів. Це 
пов’язано з постійним зростанням інтенсивності 
польотів, а так само процесом виробітку ресурсу й 
моральним старінням як авіаційної техніки, та ї ав-
томатизованих систем управління повітряним ру-
хом, обумовленим бурхливим розвитком інформа-
ційних  технологій. Розробка нових і вдосконалення 
існуючих інформаційних керуючих систем вимагає 
ретельного дослідження питань забезпечення їх 
стійкого функціонування. Особливої важливості 
питання забезпечення стійкості набувають при про-
ектуванні автоматизованих систем управління пові-
тряним рухом (АСУПР),  де ціна відмов або збоїв 
зазвичай буває дуже високою. Тому розробка висо-
коефективних методів і моделей забезпечення стій-
кості є актуальним завданням. 

Аналіз досліджень і публікацій. На наш по-
гляд, математична формалізація функціональної стій-
кості АСУПР є першим науково-обґрунтованим кро-
ком створення теорії забезпечення функціональної 
стійкості АСУПР. Для наукового обґрунтування та 
математичної формалізації функціональної стійкості 
доцільно дослідити формалізацію стійкості взагалі. 
Для динамічних систем, що описуються системою 
звичайних диференціальних рівнянь, існує багато 
різних визначень стійкості, що відображають ті або 
інші особливості поводження траєкторій руху та по-
требують різних бажаних властивостей рішень або 
цілих сукупностей рішень. Різні формулювання стій-
кості, їх взаємозв'язки один з одним та індивідуаль-
ними особливостями викладені в роботах [1 – 7]. Бі-
льше перспективним щодо цього є підхід до розгляду 
стійкості, що використовує внутрішні резерви систе-
ми на основі існуючої апаратної, програмної, часової 
та інформаційної надмірності. Саме на цьому підході 
й базується поняття функціональної стійкості інфор-
маційних керуючих систем, викладений в роботі [8]. 

Постановка задачі. Дослідити існуючі визна-
чення стійкості функціонування динамічних об'єктів і 
складних технічних систем, що описуються різними 
математичними моделями. Показати відмінності нової 
властивості складних технічних систем – функціона-
льної стійкості та визначити її місце в системі власти-
востей стійкості. Математичну формалізацію функціо-
нальної стійкості розглянути стосовно до автоматизо-
ваної системи управління повітряним рухом. 

Îñíîâíà ÷àñòèíà 

Спочатку проаналізуємо визначення стійкості 
по Ляпунову О.М., а також деякі його модифікації. 
Для багатьох об'єктів математичною моделлю є сис-
тема звичайних диференціальних рівнянь в евклідо-
вому просторі Z: 

 ( )z F z, t ,=&     (1) 

для якої в деякій області Ω Ì Z виконані умови існу-
вання й однозначності рішення. Як правило, вважа-
ють,  що Ω збігається з усім простором Z. Проаналі-
зуємо рішення системи (1),  що починаються в мо-
мент t0=0. Позначимо метрику простору Z через ρ, а 
через z(t,  z0),   t  ≥   0, – рішення системи (1) з почат-
ковою умовою z(0) = z0. 

1. Рішення (незбурене) z(t,z0) системи (1) стійке 
по Ляпунову,  якщо для всякого θ>0  існує таке 
ε(θ) > 0, що при будь-якому z'0, що задовольняє умо-
ві ρ(z0,z'0) < ε,  справедливо ρ[z(t,z0), z(t,z'0)] < θ при 
всіх t ≥   0 [6]. 

Ця властивість, що розглядається на кінцевих 
інтервалах часу, виконується для досить широкого 
класу функцій F [2]. 

Якщо додатково до стійкості по Ляпунову ви-
магати, щоб lim ρ[z(t,z0), z(t,z'0)] = 0 при t→∞ для 
рішень, що згадуються у визначенні стійкості по 
Ляпунову, то одержимо визначення асимптотичної 
стійкості.  

Асимптотична стійкість, крім безперервності, 
вимагає, щоб «обурена» траєкторія при t→∞ праг-
нула до метрики ρ. 

Ó С.М. Неділько 
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На практиці важливе значення мають не тільки 
чисто якісні висновки про існування стійкості, на-
приклад у смислі Ляпунова, але й характер залежно-
сті функції 

 [ ]0 0
t t

sup (t) sup z(t, z ), z(t, z 'D º r   (2) 

від δ, а для асимптотичної стійкості – порядок убу-
вання функції Δ(t). Тому існують і інші формулю-
вання стійкості. 

2. Рішення z(t, z0) стійке, якщо існує таке число 
ε0>0,  що для будь-якого δ≤δ0 і всякого z'0, за умови 
r(z'0, z0)<ε, при всіх t≥0 виконується нерівність 

 ( ) ( ) ( )0 0z t, z , z t, z ' ,é ùr < q eë û   (3) 

де функція θ(ε) належить заданому сімейству функ-
цій L. "eÞ θ(ε) ≥   ε. 

Якщо в якості L  вибрати сімейство всіх таких 
функцій θ(ε), 0 < ε  ≤   ε0, при θ(ε) → 0 при ε → 0, то 
одержимо визначення стійкості по Ляпунову. В яко-
сті L може бути обрано сімейство функцій, що ма-
ють вид О(ε). Інший приклад являють собою функції 
θ(ε), що задовольняють умові θ(ε) ≤   Kεα, де К ≥   0 і 
0 < α ≤ 1 – деякі константи. 

Подібним чином для асимптотичної стійкості 
можна обумовити характер прагнення функції 
Δ(t) → 0. Тому існують такі терміни, як експонентна 
стійкість, гармонійна стійкість і ін. 

3. Проаналізуємо модель 

 ( ) ( )z F z, t R z, t .= +&    (4) 

Рішення z(t, z0) системи (1) стійке при постійно 
діючих збурюваннях, якщо "  θ>0 $  ε1(θ) > 0 і 
ε2(θ) > 0 такі, що при будь-якому початковому стані 
z' і функції R(z,t), що задовольняють умовам 
 1)  ρ(z0,z'0)<ε1(θ),     (5) 
 2) ρ[R(z,t),0] < ε2(θ)  при t ≥   0,  ρ[z, z(t,z0)] < θ, (6) 
має місце  

ρ [z*(t,z'0), z(t, z0)] < θ 
при всіх t  ≥   0,  де z*(t,  z'0) – рішення системи (4) з 
початковим станом z'0. 

В даному визначенні, на відміну від визначення 
Ляпунова, де порівнювалися два рішення однієї й 
тієї ж системи рівнянь, порівнюються рішення різ-
них систем.  

Розглянутий випадок являє характерний при-
клад дії збурювань на параметри системи,  що не є 
числовими. Справді, у визначенні стійкості при по-
стійно діючих збурюваннях передбачається, що збу-
реними параметрами є точки фазового простору. 
При цьому обмеження на збурювання задаються 
умовами (5) і (6), наведеними у визначенні. 

Аналогічною за постановкою є задача про стій-
кість при параметричних збурюваннях. При цьому, 
права частина системи (1) залежить від деяких чис-
лових параметрів і параметрів, що мають функціо-
нальну природу, а вигляд припустимих збурювань, 

що діють на параметри системи, визначає сімейство 
«збурених» функцій F. 

Про стійкість по Лагранжу кажуть у випадку, 
якщо всі рішення системи (1) обмежені при t ≥   0. 
Отже, стійкість по Лагранжу можна інтерпретувати, 
як збереження властивості траєкторій перебувати в 
обмеженій частині фазового простору при дії збу-
рювань довільної величини на початкові стани. Рі-
шення системи (1) гранично обмежені, якщо існує 
така обмежена множина Q у фазовому просторі сис-
теми, що для будь-якого початкового стану z0 існує 
число T(z0),  для якого справедливо z(t,z0) Î Q при 
всіх t ≥   T(z0). Тому при граничній обмеженості всі 
траєкторії системи (1) потрапляють у множину Q. 

4. Аналізуючи поведінку систем на кінцевому 
інтервалі часу, перейдемо до формулювання прак-
тичної стійкості. Розглянемо систему (4). У фазово-
му просторі системи оберемо множину Q. Оберемо 
число T  ≤   ∞ і множину Q0 у просторі початкових 
станів системи. Зафіксуємо деяке сімейство P функ-
цій R(z,t), наприклад, P = {R(z,t): ρ[R(z,t), 0] < ε; 
t < T, z Î Z}, де ε > 0 – фіксоване число. 

Система має практичну стійкість або стійкість 
відносно (Q,  Q0, P, T), якщо для " z0ÎQ0 і 
{R(z,t)}ÎP  справедливо z(y,z0)ÎQ при t < T. 

Із зазначеного витікає,  що множина Q  є мно-
жиною припустимих станів системи, множина Q0 – 
множиною припустимих початкових станів, а сімей-
ство P визначає припустимі постійно діючі збурю-
вання. Визначення має сенс як при кінцевих, так і 
при нескінченних значеннях T. У загальному випад-
ку доцільно не задавати множини Q0 і P,  а задати 
одну підмножину `Q0 припустимих значень параме-
трів на множині збурених параметрів системи.  

Дослідження практичної стійкості опубліковані 
в [3 – 5].  

5. Проаналізуємо математичну модель системи 
вигляду 
 ( ) ( ) ( )z F z, t z, t t ,= +s ×z&      (7) 

де σ(z,t) – матриця з елементами σij(z,t); z(t) – векто-
рний випадковий процес, що є білим шумом.  

Позначимо 

 ( )
1/2

2
ij

z, t i, j 1
sup z, t .

³

æ ö
s = sç ÷ç ÷

è ø
å      (8) 

Рішення z(t,z0) системи (1) є слабо стійким що-
до випадкових збурювань, якщо для будь-яких ε>0 і 
γ>0  існують ε*,  c>0  такі,  що при всіх tÎ[0,∞), ρ(z0, 
z'0)<ε*, ε*<c має місце нерівність 

 ( ) ( ){ }0 0P t, z , z* t, z ' 1 ,é ùr < g > - eë û     (9) 

де z*(t,z'0)  –  рішення системи (7)  з початковим ста-
ном z'0. 

Дане визначення є ймовірнісним аналогом стій-
кості при постійно діючих збурюваннях. Інші ви-
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значення стійкості для стохастичних систем дані в 
роботах [5, 6] і ін. 

Таким чином, виконаний аналіз визначень стій-
кості для систем диференціальних рівнянь, дозволяє 
зробити висновок, що поняття стійкості по Ляпуно-
ву, асимптотичної стійкості та інші природно мо-
жуть бути узагальнені для систем більш загального 
виду [3, 4]. 

Сформулюємо відмінності між стійкістю скла-
дних технічних систем і динамічних систем. Аналіз 
наведених понять і визначень стійкості систем, що 
описуються диференціальними рівняннями, показав, 
що вони використовуються при дослідженні систем, 
у яких або випадковими факторами можна знехту-
вати, або вони носять характер «малої» перешкоди, 
як це має місце,  наприклад,  у багатьох системах ав-
томатичного регулювання. Зовсім інше положення 
виникає при дослідженні складних систем. Під 
складною системою розуміється сукупність взаємо-
залежних, у тому числі керованих підсистем, що 
виконують різні функції й, можливо, рознесених у 
просторі й часі, об'єднаних загальною системою 
керування з метою координації спільного функціо-
нування для оптимального рішення задач, що став-
ляться до системи. В терміні «складна технічна сис-
тема»  відображається напрямок розв'язуваних за-
вдань стосовно до технічних систем [4]. 

Складна технічна система в цілому не підда-
ється повному математичному опису,  а якщо й вда-
ється розробити математичну модель, то практично 
не вдається провести її аналітичне дослідження, як 
це можливо в теорії систем автоматичного керуван-
ня [6]. Аналогічно тому, як розглядалися можливі 
постановки задач про стійкість для диференціальних 
рівнянь, розглянемо різні формулювання стійкості 
для складних систем. 

Розглянемо стійкість систем масового обслуго-
вування (СМО) [7]. Розглянемо деяку СМО з очіку-
ванням, на вхід якої надходить однорідний потік 
заявок. Нехай Wn(t) – функція розподілу часу очіку-
вання n-ї заявки на  початок обслуговування. Згідно 
з [7], будемо вважати: 

а) СМО функціонує стійко, якщо послідовність 
функцій розподілу {Wn(t)} має в якості ліміту при 
n→∞ власну функцію розподілу W(t) у всіх точках 
безперервності W(t) (функція W(t) називається вла-
сною функцією розподілу, якщо W(∞)=1); 

б) СМО функціонує псевдостійко, якщо для 
послідовності {Wn(t)} при всіх n і t виконується 
W(t)≤Wn(t), де W(t) – власна функція розподілу; 

в) СМО функціонує нестійко, якщо не викону-
ється властивість псевдостійкості. 

З визначення витікає, що псевдостійкість є 
більш широким поняттям, чим стійкість. На практи-
ці доцільніше розглядати не послідовність функцій 
розподілу {Wn(t)}, а послідовність деяких функціо-

налів від цих функцій {f(Wn)}. Зокрема, у якості f 
можуть виступати моменти функцій Wn, значення 
функцій при фіксованому аргументі тощо. При цьо-
му під стійкістю можна розуміти, наприклад, обме-
женість послідовності {f(Wn)}. 

6. Далі слід надати формалізоване визначення 
функціональної стійкості АСУПР на основі теоре-
тичного підходу, розробленого в роботі [8]. Отже, 
нехай внутрішній стан z розглянутої системи є еле-
ментом множини Z, (фазового простору). Процес 
функціонування визначається законом зміни внут-
рішнього стану в часі. Будемо вважати, що функціо-
нування системи визначається деяким набором па-
раметрів a. Поняттю «параметр» буде надаватися 
широкий зміст. Відповідно до цього a − елемент 
множини А, що буде називатися надалі множиною 
або простором параметрів. Таким чином, зміна вну-
трішнього стану в часі z(t,a) залежить від a. При 
цьому tÎI, де I - сукупність досліджуваних момен-
тів часу, тобто інтервал функціонування системи. 

У загальному випадку функція часу z(t, )a  є 
реалізацією деякого випадкового процесу. Якість 
роботи будь-якої системи оцінюється за допомогою 
функціоналів. Тому будемо вважати, що на реаліза-
ціях z(t, )a  при будь-якому aÎA задано однопара-
метричне сімейство дійсних функціоналів 
F F {z(t, ), t , t, I, A}t t= a £ t tÎ aÎ . Значення функці-
онала Ft  при фіксованому t оцінює роботу системи 
до цього моменту. При фіксованому a і фіксованій 
реалізації z(t, )a  функціонал Ft  є дійсною функці-
єю часу ItÎ . 

Розглянемо множину D усіх можливих дійсних 
функцій з областю визначення I. Нехай b - сукуп-
ність деяких підмножин цієї множини. Аналогічно, 
для кожної множини bÎB визначимо сукупність 
bg(B) деяких підмножин В, обумовлену парамет-
ром  g. Фізичний смисл введених понять такий. Як-
що дійсна функція належить одній із множин суку-
пності b, то це характеризує основну властивість 
обраного визначення стійкості. Приналежність до 
однієї з підмножин сукупності bg(B) говорить про 
деякі додаткові властивості, що обумовлюють особ-
ливість поняття стійкості.  

Нехай В - деяка множина функцій. Будемо по-
значати через Bt множину значень всіх функцій з В, 
розглянутих у точці t. Для подальшої зручності бу-
демо вважати,  що до інтервалу I  входить фіктивна 
точка ¥. Тоді, якщо деяка реалізація {F , I}t tÎ  є 
елементом заздалегідь обраної множини В, тобто 
{F , I} Bt tÎ Î , то приймемо F B¥

¥ Î . Якщо ж 

{F , I} Bt tÎ Ï , то F B¥
¥ Ï . Отже, можна сказати, що 

{F , I} Bt tÎ Î  тоді й тільки тоді, коли F B¥
¥ Î .  



Збірник наукових праць Харківського університету Повітряних Сил, 2011, випуск 1(27)                   ISSN 2073-7378 

 50 

Аналогічно тому, як це робилося для множини 
D, нехай L - сукупність деяких підмножин множи-
ни параметрів А. Для кожної множини A Î L знай-
демо сукупність Lg(A)  деяких її підмножин,  що та-
кож обумовлена параметром g. Умовимося розрізня-
ти два числа: а й а – 0.  

Визначення. Автоматизована система управ-
ління повітряним рухом є функціонально стійкою 
відносно 0( , { }, , { }, , F , T)g g tb b L L e , де 0 1£ e £  - 

деяке число, Ft  - обране однопараметричне сімейс-
тво функціоналів, Т - деяка підмножина інтервалу 
функціонування I, якщо для будь-якого 0e > e  й 
будь-якої множини BÎb  можна знайти множину 
AÎL  таку,  що для кожної 1 BA (A)ÎL  існує 

11 AB (B)Îb , що задовольняє при всіх TtÎ  і 1AaÎ  

нерівності 

 
1AP{F [z(t, ), t ] B } 1t

t a £ t Î > -e .   (10) 

Тут в якості параметру для набору сукупностей 
{Lg} виступають множини В з b, а параметрами для 
{bg} є множини з LB. Це визначення вимагає, щоб 
деяка властивість системи зберігалася в тому або 
іншому імовірнісному смислі на заздалегідь обра-
ному інтервалі часу.  Множини із сукупності L вка-
зують на характер припустимих збурювань. Якщо ж 
параметри змінюються в одній із множин сукупнос-
ті LB(A), то, з погляду поставленого завдання, пово-
дження системи повинно змінюватися незначно. 
Підмножина Т, що характеризує інтервал часу, на 
якому досліджується стійкість, і сімейство функціо-
налів Ft є обов'язковими елементами будь-якого ча-
сткового визначення.  

Âèñíîâêè 

На основі розглянутих математичних моделей, 
що описують функціонування динамічних об'єктів і 
складних технічних систем, досліджені різні визна-
чення стійкості технічних систем.  

Установлено відмінність функціональної стій-
кості, як нової властивості технічних систем, від 
традиційного поняття стійкості функціонування си-
стем і представлена її математична формалізація. 

Напрямком подальших досліджень у цій га-
лузі можуть бути методологічні питання реалізації 
запропонованого підходу, удосконалення математи-
чних моделей і методів забезпечення функціональ-
ної стійкості інформаційних керуючих систем і, зок-
рема, автоматизованої системи управління повітря-
ним рухом. 
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÎÐÌÀËÈÇÀÖÈÈ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎÉ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ  

ÀÂÒÎÌÀÒÈÇÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÂÎÇÄÓØÍÛÌ ÄÂÈÆÅÍÈÅÌ 

С.М. Недилько 
В статье исследованы различные определения устойчивости функционирования динамических объектов и слож-

ных технических систем: устойчивость по Ляпунову, Лагранжу, асимптотическая, экспоненциальная, гармоническая и 
другие. Установлено отличие функциональной устойчивости, как нового свойства технических систем, от традицион-
ного понятия устойчивости функционирования систем. 

Ключевые слова: стойкость функционирования динамических объектов, сложная техническая система. 
 

RESEARCH OF THE MATHEMATICAL FORMALIZATION OF FUNCTIONAL STABILITY  
FOR THE AIR TRAFFIC CONTROL SYSTEM 

S.M. Nedilko 
Different determinations of stability for dynamic objects and complex technical systems are investigated in the article: sta-

bility by Lyapunov and Lagrange, asymptotic, exponential, harmonic et al. The difference of functional stability from the tradi-
tional system stability concept is shown as a new property of the technical systems. 

Keywords: firmness of functioning of dynamic objects, difficult technical system. 


