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АЕРОДИНАМІЧНІ ВЛАСТИВОСТІ КРИЛА НЕКЛАСИЧНОЇ ФОРМИ В ПЛАНІ 

Робота присвячена дослідженню аеродинамічних характеристик хвилеподібного крила. Хвилеподібне 
крило - це крило, геометрія якого в плані і по перетинах змінна відповідно до визначених законів. Запропоно-
вана модель крила літака істотно нової геометричної форми і обґрунтування доцільності його викорис-
тання шляхом проведення математичного експерименту. 
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Вступ 

Глобальне зменшення аеродинамічного опору 
можливе лише за рахунок зменшення індуктивного 
опору. На даний момент в авіації широко викорис-
товуються такі способи зменшення негативного ін-
дуктивного впливу: використання V-подібності [1], 
геометричної та аеродинамічної крутки [2], викори-
стання кінцевих закінцівок, напливів, кінцевих ае-
родинамічних поверхонь (КАП), вихрогенераторів 
та вихрогенераторів-дефлекторів [3,4].  

Проблемою оптимізації геометрії крила, особ-
ливо питаннями щодо зменшенням індуктивної 
складової швидкості займалися як вітчизняні, так і 
закордонні вчені. Наприклад, у роботах таких авто-
рів, як Мхітарян [1] та Прицкер [2] рекомендується 
використовувати вихрогенератори, а в роботах зако-
рдонних вчених Уорда та Ейнфорда [3] – КАП.  

Класичною роботою з даної теми є праця Шу-

бауєра та Спангенберга [4]. У працях [5 – 8] наведе-
ні результати досліджень ефективності генераторів 
вихрів різних типів.  

У відомих науково-технічних виданнях відсут-
ні вказівки щодо використання генераторів вихрів у 
вигляді хвильового напливу на передній крайці, але 
найближчим аналогом будемо вважати працю Е.П. 
Ударцева та О.Г. Щербоноса [9], в ході досліджень 
якої в аеродинамічній трубі були проведені випро-
бування моделі відсіку крила з установленими на 
передню крайку генераторами вихрів.  

Постановка задачі 

На відміну від вищезазначених широковжива-
них способів, пропонується переведення негативної 
складової роботи індуктивних вихорів на підвищен-
ня аеродинамічної якості. Це досягається шляхом 
використання крила із хвильовою формою перед-
ньої крайки, яке наведене на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Схематичне зображення моделі крила із хвилеподібною формою передньої крайки 

 
Мета статті полягає в використанні нового під-

ходу для зменшення індуктивної складової швидко-
сті шляхом вибору змінної геометрії крила в перед-
ній його крайці, а також в застосуванні аналітичного 
підходу щодо моделювання геометрії крила в плані.  

Для досягнення вказаної мети потрібно вирі-
шити наступні задачі: аналіз існуючих методів щодо 
боротьби із індуктивними вихорами [1 – 8]; вибір та 
обґрунтування підходу щодо створення геометрії 

крила; геометричне проектування хвилеподібного 
крила; математичне моделювання хвилеподібного 
крила; розрахунок аеродинамічних характеристик; 
аналіз одержаних результатів та отримання матема-
тичної моделі, що дозволила б на основі аеродина-
мічних параметрів крила визначити його оптимальні 
геометричні характеристики. 

Розглядаються 4 конфігурацій передньої край-
ки в залежності від кількості хвиль (рис. 2): 
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   а – крило з 2-ма хвилями;                             б – крило з 3-ма хвилями 

                   
 в – крило з 5-ма хвилями;                                 г – крило з 7-ма хвилями 

Рис. 2. Конфігурації обчислюваних моделей крила 

В даній статті обраховуватися буде лише мо-
дель з двома хвилями. 

Розглянемо методику визначення індуктивної 
швидкості через циркуляцію, оскільки вона суттєво 
впливає на опір. Будемо розглядати рух навколо 
вихрової пелени на великій відстані позаду крила, 
не враховуючи швидкості потоку V0, що в цілому 
відповідає дійсності в тому випадку, коли крило 
переміщується в нерухомому середовищі [10].  

Позначимо через w’ вертикальну індуковану 
швидкість безпосередньо на пелені; у випадку, що 
розглядається, вона в 2 рази більша значення 
(w’=2w) [10], визначеного за формулами індуктивної 
швидкості та індуктивного опору  

A

B

1 d dyw
4 dy y

, 
A A

B B

d dydR
4 dy y

,   [1] 

тому що в цьому випадку можна прийняти пелену 
вільних вихрів такою, що простирається в нескін-
ченність як вперед, так і назад. 

Слід ВА пелени на нормальній по відношенню 
до неї площини Oyz (рис. 3) являє собою лінію роз-
риву для компоненти v’ швидкості по осі Oy.  

 

 
Рис. 3. Лінія розриву для компоненти v’  

швидкості по осі Oy 

Насправді, ця швидкість переходить від зна-
чення v’ в точці Р1 до значення (– v’) в точці Р2, де 
точки Р1 та Р2 лежать відповідно на нижній та на 
верхній поверхнях вихрового шару (пелени) та ма-
ють одну й ту ж абсцису у. В силу симетрії ці швид-
кості рівні за абсолютною величиною. В тій же точ-

ці з абсцисою у вихрова напруга смужки dy, значен-
ня якої на одиницю довжини позначалось через 

dГ( )
dy

, виникає через циркуляцію навколо 

прямокутного елементу, висотою якого є товщина 
шару , а шириною dy  (рис. 1): 

dy v'dy w' v'dy w' 2v'dy  
отже, 

dГ 2v '
dy

.                            (2) 

Течія навколо плоскої пелени є плоскопара-
лельний безвихровий рух, тобто керований потенці-
алом швидкостей: позначивши цей потенціал через 
φ, отримаємо:  

w ' 2w
z

;   v '
y

,                     (3) 

звідки видно, що похідна від φ по y зазнає розриву 
при перетині відрізку ВА: 

z
2

( ) v '
y

;    
z

2

( ) v '
y

             (4) 

Розглянемо контур С із крайніми точками в Р1 
и Р2, оточуючий всі смужки від точки з координа-
тою у до точки А. Циркуляція навколо цього конту-
ру дорівнює Г, так як загальна напруга охоплених 
контуром смужок дорівнює повній циркуляції на-
вколо крила в перетині з координатою у. Приймаю-
чи до уваги основні теореми про циркуляцію, отри-
маємо наступну важливу рівність: 

C C
1

1 2
2

(v 'dy w 'dz) ( dy dz)
y z

d .
     (5) 

Іншими словами, φ – багатозначна функція для 
будь-якого контуру, який перетинає відрізок ВА; тим 
часом, для контуру, який оточує повністю весь слід 
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ВА, φ є однозначною функцією, так як циркуляція 
навколо цього контуру дорівнює нулю. Потенціал φ 
однозначний і прямує до нуля в нескінченності, відпо-

відно величині 1
r

, де r – відстань від початку коорди-

нат, швидкість же прямує до нуля, як 
2
1
r

. 

Розподілення циркуляції при заданій індукова-
ній швидкості. Було встановлено, що циркуляція, 
яка відповідає точці з координатою у, дорівнює різ-
ниці 1 2  між значеннями потенціалу швидкос-
тей (5). Отже задача полягає в тому, щоб знайти фу-
нкцію φ, регулярну у всій зовнішній області зовні 
відрізку ВА і такою, що приймає постійне значення 
у нескінченності, причому її похідна повинна мати 

задані значення на контурі ВА w ' 2w
z

. Ми 

будемо вирішувати цю задачу елементарним спосо-
бом, тим же методом, який застосовується при ви-
рішенні задач, пов’язаних з рівнянням Прандтля [11]  

A

0
0 B

1 d dykcV
4 V dy y

. 

Позначимо через b розмах крила і положимо, що: 

by cos
2

                                 (6) 

Розкладемо вираз для циркуляції у ряд Фур’є. 
Так як циркуляція є непарною функцією від θ (тобто 
змінює знак, коли θ змінює знак) [10], ми можемо 
написати, що 

m

0 n
1

2bV A sin n ;  
m

0 n
1

d 2bV nA cos n
d

  (7) 

Позначимо через w індуковану швидкість в до-
вільній точці η розмаху, причому координату η  мо-
жна також представити у формі (8) 

b cos
2

.                                  (8) 

В цьому випадку значення w подається рівнян-
нями про індуктивну швидкість і опір: 

A
n0

B 0

nA cos nV1 d dyw d
4 dy y cos cos

.      (9) 

Але можна написати, що 

 
0

cos n sin nd
cos cos sin

,            (10) 

звідси слідує 
m

0
n

1

V
w nA sin n

sin
.                 (11) 

Таким чином, якщо w задано вздовж розмаху 
(рис. 4),  

 
Рис. 4. Індукована швидкість вздовж розмаху крила 

то wsin  треба розкласти в ряд Фур’є: 

m

0 n
1

w sin V B sin n                  (12) 

та коефіцієнти A1, A2…Am у виразі для Г визнача-
ються з рівностей 

1 1A B ;   2 m
2 m

B B
A ...A

2 m
            (13) 

Припустимо, що індукована швидкість зміню-
ється вздовж розмаху по параболічному закону 

2 2
0 0

0

2w kV 1 ( ) kV (1 cos )
b

kV (1,5 0,5cos 2 ),
      (14) 

звідси    0wsin V (1,25ksin 0,25ksin3 )    (15) 

Отже 

1A 1,25k ;   3
0,25kA

3
,                (16) 

2 4 5 mA A A ... A 0 . 
В цьому випадку циркуляція Г визначається рі-

вністю 

0
0,252bV (1,25ksin ksin3 )

3
.       (17) 

Якщо індукована швидкість постійна, саме 
0 0w w kV const , то можна положити, що 

0
0

0

w
w sin V sin

V
,                    (18) 

звідси слідує еліптичний закон зміни циркуляції  

2 20
0 0 0

0

w 2 22bV sin 2bw 1 ( ) (1 )
V b b

. 

Умова мінімального індуктивного опору на 
крилі. Надзвичайно важливо визначити, як повинна 
змінюватися циркуляція вздовж розмаху, щоб інду-
ктивний опір крила був мінімальним при заданій 
підйомній силі.  

Вперше рішення цієї задачі було дано Мунком 
[10] методом варіаційного числення, але ми викори-
стовуємо елементарний доказ Бетца [11]. 

Нехай P і R – відповідно підйомна сила та опір 
крила 

A

0
B

P V dy const ;  
A

0
B

R V w dy      (20) 
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Нам треба знайти при заданій повній підйомній 
силі таке розподілення циркуляції Г, яке відповідало 
б мінімальному опору. 

Уявимо, що нам заздалегідь відомо це оптима-
льне розподілення; через 1P  позначимо додатковий 
несучий елемент, який добавляється в деякій точці  з 
координатою y1. Щоб повна підйомна сила зберігала 
задане значення, необхідно додати ще інший несу-
чий елемент 2P  в точці з координатою y2, рівний за 
величною першому елементу, але маючий протиле-
жний знак: 

1 2P P 0 .                            (21) 

Додавання цих двох елементів не змінює роз-
поділення індукованих швидкостей далеко позаду 
крила, точніше, можна знехтувати зміною індукова-
ною швидкості, як величиною другого порядку. В 
результаті, позначивши через w1 та w2 відповідні 
індуковані швидкості, отримаємо додатковий індук-
тивний опір, значення якого буде наступним: 

1 2 1 2
1 2 1

0 0 0

w w w w
R P P P

V V V
.         (22) 

Але ми заздалегідь передбачили, що розподі-
лення циркуляції оптимальне, тобто, що воно відпо-
відає мінімальному опору. Отже, будь-яка елемен-
тарна зміна індуктивного опору відносно цього мі-
німального значення дорівнює нулю R 0 , звід-
ки слідує, що 

1 2 0w w w const .                   (23) 

Результат: індуктивний опір крила буде міні-
мальним, якщо індукована швидкість постійна 
вздовж розмаху. З встановленого нами вище виразу 
(4) слідує, що Г в цьому випадку змінюється за еліп-
тичним законом: 

2 2
0 0

2y 2y1 ( ) 2bw 1 ( )
b b

.        (24) 

Для підтвердження теоретичної частини прове-
демо математичний експеримент. За допомогою 
програмного пакету «MathCad» задамо основні па-
раметри та апроксимуємо модель крила двома спо-
собами: квадратичним та кубічним сплайном. 
Отримаємо вигляд крила спереду (рис. 5).  

  
 

а б в 

Рис. 5. Апроксимація моделі крила а – квадратичним сплайном; б – кубічним сплайном; в – загальна картина 
 
Далі представлено розрахунок двох видів крил – 

звичайного та хвилеподібного. Для всіх обчислень та 
розрахунків надалі розглядатимемо симетричний про-
філь NAСA-0012, рис. 6. Профіль із подібною товщи-

ною та характеристиками досить часто використову-
ється у авіації. Даний профіль обрано для наочності, та 
знанню точного аналітичного виразу кривої, що опи-
сує профіль крила (він буде використовуватись далі).  

 

 
Рис. 6. Профіль NAСA-0012 

 
Початкові дані для розрахунку: 
 швидкість потоку М=0.6(208м\с); 
 висота польоту H=1000 м; 
 густина повітря 1,11 кг/м 3 (на заданій висоті); 
 геометрія крила: (коренева хорда l 2787  мм,  

довжина b 13560  мм, товщина 334.5  мм); 

 число Рейнольдса  Re 3940000 . 
Змоделюємо один з варіантів хвилеподібного 

крила в аеродинамічному програмному пакеті. Ап-
роксимуємо крило та виділимо певну кількість від-
сіків. За допомогою програми „Leonov” задамо ха-
рактеристики крила та створимо його модель – змо-
делюємо 4 відсіки апроксимованого крила (рис. 7). 
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Рис. 7. Хвилеподібне крило. Розрахункова модель 

 
Тепер знайдемо сітку розподілу коефіцієнту від-

носного тиску по звичайному крилу та по хвилеподіб-
ному (рис. 8) .Тобто у випадку звичайного крила 

отнP 5,03 , а у випадку хвилеподібного крила 

отнP 5,3 . Таким чином, ми можемо бачити, що пере-

вага в розподілі тиску хвилеподібного крила над зви-
чайним складає 6,5%. Отримаємо повну числову кар-
тину продувки звичайного та хвилеподібного крила 
(рис. 9). Паралельно якісну картину можна отримати, 
користуючись одним з CFD-пакетів (рис. 10). 

                   
Рис. 8. Графік розподілу тиску по профілю прямого та хвилеподібного крил 

 

                  

      
а                                                                                        б 

Рис. 9. Продувка звичайного (а) та хвилеподібного (б) крила 
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Рис. 9. Хвилеподібне крило, змодельоване  

в програмі «Ansys CFX» 

Висновки 

Запропоноване крило суттєво нової геометрич-
ної форми та обґрунтування доцільності його вико-
ристання шляхом проведення математичного експе-
рименту, тобто отримання експериментального під-
твердження доцільності впровадження хвильового 
профілю.  

Також отримано модель обтікання крила, що 
дозволить на основі головних параметрів крила ви-
значити його оптимальні характеристики. 

Попередній аеродинамічний розрахунок пока-
зав, що з використанням такої форми крила, що 
складається з двох хвилеподібних секцій, приріст Ср 

достатньо значний.  
Досліджуючи геометрію запропонованого кри-

ла і розподілення швидкостей повітряного потоку по 
його поверхні, робимо висновок про те, що приріст 
Ср пов’язаний зі згасанням індуктивної складової 
швидкості, яка наявна при обтіканні повітряним 
потоком крила скінченного розмаху, та використан-
ня цієї циркуляції для покращення аеродинамічних 
характеристик. Хвилеподібна форма передньої 
крайки крила ефективно затягує відрив потоку та 
значно збільшує закритичні значення Су. 

Отримані результати роботи можуть бути засто-
совані конструкторськими бюро для створення крил 
(або лопатей) із покращеними аеродинамічними ха-
рактеристиками. Крім того ці результати можуть бу-
ти використані як рекомендації щодо модифікації 
методики розрахунку суттєво нових видів крил. 
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АЭРОДИНАМИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
КРЫЛА НЕКЛАССИЧЕСКОЙ ФОРМЫ В ПЛАНЕ 

О.П. Мариношенко, О.Д. Молодчик, В.А. Безпалий 
Работа посвящена исследованию аэродинамических характеристик волнообразного крыла. Волнообразное крыло - 

это крыло, геометрия которого в плане и по сечениям переменна в соответствии с определенными законами. Предло-
женная модель крыла самолета существенно новой геометрической формы и обоснование целесообразности его ис-
пользования путем проведения математического эксперимента. 

Ключевые слова: индуктивное сопротивление, крыло, аэродинамическое проектирование. 

 
AERODYNAMIC CHARACTERISTICS  

OF NONCLASSICAL WING PLANFORM 

A.P. Marinoshenko, A.D. Molodchik, V.A. Bespaliy 
Work is devoted to research of aerodynamic characteristics of a wind with  a plane wavy-like form. Undulating wing is a wing, 

which in terms of geometry and variable cross-sections according to certain laws. The main result of the work – is a proposed model of 

the airplane wing essentially new geometrical shape and rationale for its use by means of mathematical experiment.  

Key words: induced drag, wing, aerodynamic design. 


